Probabilidade 2 - ME310 - Lista 2

August 26, 2018

Lembrando:

1. Distribuicdo de probabilidade conjunta de funcoes de variaveis aleatorias,
-1
pg. 330 Ross: fv, v, (Y1,y2) = fx, x, (%1, 22) - |J (21, 22)]

2. Covariancia: Cov(X,Y) = E(X —E(X))- (Y —-E(Y))) =EX-Y) -
E(X) -E(Y)

3. Variancia: Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)?



1. Sejam X e Y v.a. independentes com X ~ Geo(p;) e Y ~
Geo(ps). Determinar a lei de Z = min{X,Y}.

Resp. 1)

Escrevemos P(Z > k) = P(min{X,Y} > k) = P(X > kY > k) = P(X >
kE)P(Y > k), por independencia de X e Y. Portanto, se k& > 0, temos P(Z >
k)= (1—p1)*(1=p2)* = (1= (p1 +p2 — p1p2))*. Deduzimos que Z ~ Geo(p; +
P2 — p1p2)-

2. Seja X uma v.a. com lei Exp(A). Definimos uma nova v.a. ¥ =
[X]+ 1 onde [-] é a fungdo parte inteira. Determinar a lei de Y.

Resp. 2)

Escrevemos P(Y > k) = P([X] > k—1) = P([X] > k—1). Se k é inteiro natural,
temos P([X] >k —1) = P(X > k) = e~ **. Deduzimos que Y ~ Geo(1 —e™?).

3. A densidade conjunta das v.a. X e Y é dada por f(z,y) =

ﬁ ‘Ifz>1,4>13. Calcule a densidade conjunta das varidveis U = XY

eV=X/Y.
Resp. 3)
fov(u,v) = fxy(z,y) - |3 (,y) "

T

_| Y —_zT_T__9.2
ol o Leziezy y 1
 foy(UV) == [—22] - 2T =2z w7 ez =
ﬁ - IA (u,v)

onde A = {(u,v) € R? :u>1;1/u <v < u}.

4. Sejam X e Y v.a. iid. Uniformes(0,1). Calcule a densidade
conjunta de

a) U=X+Y ,V=X/Y

Resp. a) fx(a) = fy(a) =1-Tge(,1))

1 1
l/y —x/y?

—_x _ 1
y? y

3o = |

[\



e SejaD = (0,1)2 fuv(u,v)= |11D(z !14)( Hffly) 11%55 2 — k) :A(uyv) =
Ty Y
w-Ia (u,v)
(1+v)?

onde A = {(u,v) e RZ:0<v<;0<u<1l+ov}U{(u,v) € R?:0v>1;0<
u<l1l+1/v}.

BU=X,V=X/Y.

1 0
b J(l’,y) = ‘ l/y —I/y2 _y%
LIp(zy) _ 1Ip(z,y) u

y2

o fuv(u,v) = = 208 — 1 TA (u, )

onde A = {(u,v) € R?: 0 < u < 1;v > ul.

5. Sejam X e Y v.a. independentes Uniformes(0,1). Mostre que
para qualquer o > 0: E(|X —Y|%) = m

Resp. 5)

E(JX -Y[") = ffa:e((] 1),y€(0,1) |z —y|* dady = ffz<y(y—x)ada:dy—|—f fx>y(x
)O‘da:dy—fo Iy :Ix O‘dxdy—i-fo fo z—y dedx— o

_zfo —1)- B [yt [y (1) S S de = fy rdy [ rd
(a+1)(a+2)

6) N bolas (numeradas de 1 até N) sao distribuidas em N urnas
(também numeradas de 1 até N) de forma que para cada i a bola i
vai para uma das urnas 1, . . . | i com probabilidade 1/i (indepen-
dentemente das outras bolas). Calcule

a) o namero esperado das urnas vazias
Resp. a)

Seja P(X,; =1) = % a probabilidade da j-ésima bola cair em uma urna especifica
i, com 1 < i < 7, entao a probabilidade da j-ésima bola nao cair na urna ¢ é
P(Xj#1i) =1~ paral<i<j.

1 sewurnaiestdvazia
Considere o evento Y; = o , e considere o evento U =
0 casocontrario

N . .
Y in1 Yi, “quantidade de urnas vazias”.



Temos que

N
E(Y;) = P(Urna i vazia) = P(X # i, Xo # i, X3 # 1, X3 # i, X4 #1,...) = H(1—%)
j=i
N N N N 1 N_1
E(U) = E(ZYz) = ZE(Yi) = ZH(l - 5) =5

b) A probabilidade de que nenhuma urna esté vazia.

Resp. b)

Observe que para que isso ocorra, cada bola deve estar em exatamente uma
urna.

Mas para que isso ocorra, a i-ésima bola deve estar na urna i, pois a bola 1
s6 pode estar na urna 1, com isso, a bola 2 que poderia estar na urna 1 ou na
urna 2 fica restrita apenas & urna 2, assim por diante. Logo,

1

S| =

N
P(Xy=N,Xy 1=N-1,...X =1)=[](
j=1

7) Se E(X) =1e Var(X) =2, calcule E((2 + X)?) e Var(1 + 3X)
Resp. a)
e Var(X)=2=E(X?) - E(X)? = EX?)=EX)?2+2=3
o E((2+X)%) = E(4 +4X + X?) = E(4) + 24E(X) + E(X?)
) =4

Logo E((2 + X)? +4-14+3=11

Resp. b)

Logo Var(1+3X) = E((1+3X)?) —E((1+3X))? = B(1+6X +9X2) - E(1+
3X)2 = E(1) + 6E(X) + 9E(X2) — E(1+3X)2 = 34— (E(1) + 3E(X)) - (B(1) +
3E(X))=34—(143-1)-(1+3-1) =18

8) Dois dados s@o langados. Seja X a soma dos resultados, e Y a
diferenga (mas nao o valor absoluto da diferenga) entre os resultados
no primeiro e no segundo dados. Calcule Cov(X, Y ).

Resp. 8)

Seja A a v.a. que representa o resultado do primeiro dado e B a v.a. que repre-
senta o resultado do segundo dado. Temos



Cou(X,Y) = B((X — E(X)) - (¥ — E(Y))
A~ U(1,6), discreta

B ~ U(1,6), discreta

X=A+B

Y=A-B

Com isso: Cov(X,Y) = E((A+B—-E(A+ B))-(A—-—B—-E(A-B))) =
E((A+B)-(A-B)—(A+B)-0-7-(A-B)+7-0) =E((4>-B?*-7-(A-B)) =
E(A?) - E(B?) =0

9) A densidade conjunta das v.a. X e Y é dada por f(z,y) =

Y

1.ty Iia>0y>0p - Calcule Cov(X, Y ).

Resp. 9)

Cov(X,Y)=E(X-Y) - E(X)-E(Y)

E(XY)= [ [~ %~67(y+§)dxdy = [ e V([T we vda)dy = [ yPe Vdy =
r(3) = 2.

EX) = [ Jo %ei(ﬁﬁ)dxdy =l e;y oz e vda)dy = Io v

EY) = fooo fooo e~ W dpdy = fooo e’y(fooo e vdx)dy = fooo y-e Ydy =
r(2) = 1.

Com isso a solugao ¢ Cov(X,Y)=2—-1=1.

10) Seja X ~ U(—mn, ), e considere v.a. Y = sen(X), Z = cos(X).

a) As v.a. Y, Z sao independentes?

Resp.

a)

As v.a. X e Y nao sdo independentes! De fato, em primeiro lugar, devido
ao fato que X2 +Y? = 1, o ponto de coordenadas (X,Y’) esta no circulo
unitario em R2. Agora, sejam A = [%, 1] e B = [—%, %], observe que
P[Y € B| X € A] =1 (fazer um desenho do circulo). No entanto, é facil
ver que P[Y € B] <1 (fazer de novo um desenho). Assim,

PlY € B| X € A] # P[Y € B]

0 que mostra que X e Y nao sao independentes.



b) Calcule E(Y)

*) Aqui eu nao estou usando a média do jeito usual com densidade da variavel,

estou fazendo a média de seno em torno do circulo trigonométrico, 27 é a area

do circulo e a integral é a soma dos valores possiveis. Se fosse feito usando a

definicao formal de esperanca e a densidade de y, o resultado seria o mesmo
Resp. b)

e E(Y)=["_ L sen(z)dv = —3L - cos(z)2=", = —ED-CEE)

—7 27 T=—T 2.

c¢) Calcule E(Z)

*) Aqui eu nao estou usando a média do jeito usualcom densidade da variavel,
estou fazendo a média de cosseno em torno do circulo trigonométrico, 2 -7 é a
area do circulo e a integral é a soma dos valores possiveis. Se fosse feito usando
a definicao formal de esperanca e a densidade de z, o resultado seria o mesmo
Resp. ¢)
e E(Z)=[" - cos(x)dr = —5- - sen(z)[2Z7, =0—-0=0

2 T=—T

d) Cov(Y, Z)

*) Aqui eu nao estou usando a média do jeito usualcom densidade conjunta, es-
tou fazendo a média de Seno(x)-Cosseno(z) em torno do circulo trigonométrico,
2. m é a area do circulo e a integral é a soma dos valores possiveis. Observe
que nesse caso, nao teriamos como calcular a esperanga do jeito usual, pois nao
temos a densidade conjunta de Y,Z e elas nao sao independentes.

e E(YZ)= ffﬂ L. sen(z) - cos(x)dx = —% cos(z)?|2=™ =0

o Cov(Y,Z)=E(XY)—E(X)-E(Z)=0-0-0=0

Conclusao, elas sao variaveis dependentes com Covaridncia 0.



Este solucionério foi feito para a disciplina ME310 - 2Sem 2012.
Caso encontre algum erro, por favor pega alteragao informando o
erro em nosso grupo de discussao:

hitps : | /groups.google.com/ forum/? fromgroups#! forum/me310—2s—2012
ou diretamente no repositorio do github:

https : |/ github.com/eric — lopes/Probabilidade2

Bons estudos,
Eric.



