Probabilidade 2 - ME310 - Lista 3

24 de Setembro de 2018

Lembrando:
1. E(X) =EEX/T))

2. fxyv(z,y) = ij;((;)’y) = {fy(gg fy/x(z,y)

3. Binomial Negativa:X ~ BinNeg(r,p) entdo P(X =n) = ( ::i ) p"-
(L=p)" ", Vn=r

W~

. Variancia em termos da Variancia condicional: Var(X) = E(Var(X/Y))+
Var(E(X/Y))



1) Seja X uma v.a. Exponencial com parametro \. Calcule
E(X?/X < 2).

Resp. 1)
o X ~ Exp(\) = fx(z)=X-e " In0y

oSejaY:I{X<2} :>P(Y:1):P(X<2 f fX dl’—lfe

e Observe que E(X2/X < 2) = EB(X?)Y =1) = (Y 1)E(XzY) =
176)\ X foo T lig>o0y I{x<2}d$ = ﬁ 02 x2e My = Hﬁ(_ﬁ.
e;l” 2+ 2f0 e Ndr) = —25x - (—4 )\'A +2(—z - 6’/\# a=2 |
foszx))—l_%m-( 2¢ *“—2 e e 1y

2) A densidade conjunta das v.a. X e Y é dada por f(z,y) =

2e ' Tip<y<s)- Calcule E(Y?/X).
Resp. 2)
2x
o fx(z)= [ flz,y)dy = [ 2= Tocyandy = 2<% Tigcycnydy =
%yy:0—2e ,sex>0.

oo e 2% 3 T T
oo yg' I{O<y<r} i dy = fo dy = 4’1 Z —y = 4. Ou seja,
E(Y3/X) =X

3) Pedro se perdeu na mata e pode escolher uma das 3 tri-
lhas. Se ele escolher a primeira trilha, ele vai caminhar por
2 horas e voltar ao mesmo lugar, se ele escolher a segunda,
ele vai caminhar por 6 horas e saira da mata, se ele escolher
a terceira, ele vai caminhar por 4 horas e voltar ao mesmo
lugar. Seja X o tempo at Pedro sair da mata. Calcule E(X)
se

a) Pedro sempre escolhe uma das trilhas ao acaso.

Resp. a)
e E(X/T=1)=E(X)+2
e E(X/T=2)=6
e E(X/T=3)=E(X)+4
e P(T=1)=P(T=2)=P(T=3)=1%



E(X) = E(B(X/T)) = Y1 E(X/T =t) - P(T =t) =
D+EX/T=2)+EX/T=3)=3% - (EX)+2+6+E
E(X)=12.

(B(X/T =
X)+4) =

Wl

—~

b) Pedro ndo pega o mesmo caminho errado duas vezes.

Resp. b)

Vamos quebrar o problema em uma arvore de probabilidades

X/T)=2)=6

E(X/T, =3,T, = 2) = 10

=

E(X/Ty =1,T, =3,T; = 2) = 12

E(

(

(X/Ty =1,T, =2) =8

(

E(X/T) =3,T, =1,Ts =2) = 12

E(X/T, = 3,T» = 1) = BE(B(X/T
3,1y =1,T3 =2) = 12

3,T2 = 17T3)) == 1E(X/T1 =

E(X/T, = 1,Ty = 3) = E(B(X/T, = 1,T, = 3,T3)) = 1 - B(X/T, =
1,T, =3T3 =2) =12

E(X/T, = 1) = EEX/T, = 1,Ty)) = - (BX/T, = 1,T, = 2) +
E(X/Ti =1,T,=3)=1-8+12) =10

E(X/T) = 3) = E(E(X/T1 =3D)) = 5 (B(X/Ty = 3,T> = 1) +
E(X/Ty =3,T, =2)) == 1 - (124 10) = 11

E(X) = E(E(X/T)) = -(E(X/T1 = 1)+ EX/Tn = 2) + E(X/Th =

1
3
3)=3-(10+6+11)=9

4) Uma moeda viciada, com P(cara) = p é lancada até obter
3 caras seguidas. Calcule o niimero médio dos langamentos
necessarios.

Resp. 4) Seja Cara = C, Coroa = K



e E(X/L, =C,Ly =C) = E(E(X/L, = C,Ly = C,L3)) = p-B(X/L, =
C,LQ = C,Lg = O) + (1 —p) E(X/Ll = C7L2 = C,L3 = K) :p3+
(1—p)- (E(x) +3)
p)-E(X/L1 = C, Ly = K) = p:(p-3+(1-p)-(E(z)+3))+(1—p)- (E(X)+2)

e E(X) = E(E(X/L1)) =p-EX/L1 =C)+ (1-p) -EX/L = K) =
p(pp3+(1—p) (E(x)+3))+(1-p) (B(X)+2))+(1-p) (E(X)+1) =
3-p2—p> EX)+p—-2-pP?+EX)+1 = p> EX)=p>+p+1 =
E(X) = 24+l

5) Suponha que X tem uma lei de Poisson com parametro
A, onde A é uma v.a. Exponencial com parametro 1. Mostre
que P(X =n) = (1)"+L

2
Resp. 5)
e X ~ Poisson(\); A ~ Exp(1).
e fu(h)=e" h>0.
e Seja px/a(n/h) = P(X =n/A=h) = e h. }:TT Tipso03, 2> 0.

o P(X =n)=["_px;(n/h) fr(h)dh = [ e L. e7hdh = [ 2.

h" _ I’'(n+1) _ 1
Tdh = —5nst = sayr, paran > 0.

6) Numa gaveta tem 3 moedas.

Seja p; = P(cara nolancamento da moedai). Suponha que p; =
0.3, po = 0.4 e p3 = 0.5. Uma moeda destas 3 escolhida ao
acaso e langada 10 vezes. Seja N o namero de caras (C).

a) Calcule P(N =k),k=0,...,10.
Resp. 6)
e seja N=numero de caras e M=qual das moedas esta sendo jogada (M =
1,2,3)
; 10 k 10—k
o P(IN=k/M=1)={ | -pi (1-p)

o P(N=k)=E(P(N =k/M))=1.5=* ( 1/{0 ) pf - (1= pi)t0r,



b) Se depois de cada lancamento a moeda é colocada de volta (e para
o proéximo langcamento escolhemos uma moeda ao acaso de novo) N
tera lei binomial?

e Seja X;=resultado do i-ésimo lanamento
e P(X;=C)=E(P(X;,=C/M)) = % -(0.3+0.440.5)=04

e Dessa forma, podemos considerar que cada lanamento é uma variavel

aleatoria com probabilidade p; = 0.4, dessa forma N ~ Bin(10,0.4).

7) Sejam X e Y v.a. i.i.d. Geométricas com parametro p.

Ache a lei condicional de X dado X +Y =n.
Resp. 7)
e A definicao de uma binomial negativa: Tentativas independentes com
mesma probabilidade de sucesso p. A probabilidade de acumular r acertos
n—1 _r
> P (L=p)"

em n tentativas é: P(X =n) = ( .1

e X,Y ~ Geometrica(p) entaio P(X =n) = P(Y =n) = (1 —p)"~!.p,
n>1.

e P(X+Y =n) = P(W = n), duas sequencias de experimentos independen-
tes para acumular 2 sucessos (Geometricas=chance de acertar exatamente
na i-ésima jogada =1 sucesso) com exatamente n tentativas

. P(X _ J,‘/X+Y _ n) _ P(X=2,X4Y=n) _ P(X=z,Y=n—x) iniep P(X=z)-P(Y=n—21) _

- P(X+Y=n) -~  P(X+Y=n) P(X+Y=n)
A=p)"lp-(=p)” "7 tp _ (A=p)” lp(1=p)" " Tp 1 g
P(W=n) n—1 n—1 {1<z<n—1}-
S PR
8) Sejam X;, X5, . . . v.a. independentes, com E(X;) = u

e Var(X;) = 0® para todo i. Seja N uma v.a. independente
dos X; ’s. Usando a férmula para varidncia condicional,
mostre que: Var(Zf\il X;) = 0*E(N) + p*Var(N)

Resp. 8)
« W= X,
o B(X;)=p
Var(X;) = o?

E(W/N)=E(} 2} Xi/N=k)=>_) E(X;) =N - p,
pg.414 Ross



o Var(W/N) = Var(YXZF X, /N = k) = =N Var(X,) = N - 02,
pg.414 Ross

o Var(W)=E(Var(W/N)) + Var(E(W/N)) =E(N) -0+ Var(N) - u?

9) Mostre que Cov(X, E(Y/X)) = Cov(X,Y).

Resp. 9)

e Cou(X,)Y)=E((X -EX)) - (Y —E®))), pe.
385 Ross

e W=E(Y/X)

e Cou(X,W) = E((X — E(W)) - (W — E(W))) = E(XW — XE(W) —
E(X)W+E(X)E(W)) = E(XW)- (XE(W)) EEX)W)+EX)E(W) =
E(XW) - E(XE(W)) = E(XE(Y/X)) - E(X)E(Y) = [Z]_z-E(Y/X)-
fx(@)de—BE(X)E(Y) = [Z2 - [Z0 y-fy/x (z,y)dy- fx (x)de—E(X ) (Y)=

I % g fxvd “’)dy fx(z)dz — B(X)E(Y

x(@) ]

R Y) =
fxy(, y)dwdy E(X)E(Y) = E(XY) - (X)E(Y)ZCOU(X Y)

10) Suponha que se o pai tem altura r cm, entao o filho,
quando adulto, tem altura que é uma v.a. Normal com
média r + 1 e variancia 4. Qual é a melhor estimativa para
a altura do filho de um homem com altura 180 cm?

Resp. 10)

e Seja Y a altura do filho e X a altura do pai, sabemos que Y | X ~
Normal(X + 1,4).

e Mas a melhor estimativa de ¥ como fungao de X é dada por E(Y | X) =
X + 1 portanto, se X = 180, obtemos que a melhor estimativa para a
altura do filho é de 181 cm.

11) Mostre que a = E(X) minimiza E((X — a)?)

Resp. 11)
2 2
Basta mostrar que dE((‘;(I_“) ) —pe E((d);z 9% S

se a = E(X)

dE((X —a)?)
dx

e Considere mas pela propriedade

dE((X-a)®) _

linear da esperanga, ao aplicar um operador linear temos 3
X

E(%) =E(2(X—a)) = 2E(X)2E(a) =0



se a = E(X) e além disso, w = E(M) = E(2X)
2E(X) >0

se a = E(X). Com isso mostramos que este é ponto de minimo.



Este solucionario foi feito para a disciplina ME310 - 2Sem 2012.
Caso

encontre algum erro, por favor pea alteraao informando o erro
em

nosso grupo de discussao:

hitps : //groups.google.com/ forum/? fromgroups#! forum/me310—2s—2012
ou diretamente no repositorio do github:

hitps : //github.com/nullhack / Probabilidade2

Bons estudos,
Eric.



