Probabilidade 2 - ME310 - Lista 4

October 5, 2016

Lembrando:

1.

Geratriz de momentos: My (t) = E(e"X) = [T el® . f(z) . dx, observe

— 00
dMx (t + dMx (0 + .
que é():f_ooj Cz(): _;om-eto-f(x)-

dx = fj;: x - f(z) - de = E(X), da mesma maneira, generalizando temos
d"Mx(t) _ f+<>0 J:"-et"”~f(w)~dx — d"Jl\j/i);(O) _ f+oo x”~et'0-f(x)-dx _

dtm —00 —00
fj;o ™ - f(x) - de = E(X™), esta propriedade é muito util, pois em geral,
derivar é muito mais facil que integrar, e para calcular esperanca, desvio
padrao, etc. precisamos do calculo de varios E(X™), imagina se fossemos

calcular varios E(X™) na unha... duas, trés integrais.

z-et. f(z) - dz =

X ~ Poisson()\) = fx(z) =e -2 = Mx(t) = E(etX) = eMe'—D)

!

. Y ~ Bernoulli(p) = fy(n) =p" (1 —p)'™", para n € {0,1} logo

E(Y) = YiTgi - fy(i) = My(t) = E(e") =™ - (1—p) + e -p=
pet+1—p

. Geratriz de momentos conjunta (pg. 430 Ross): Mx v,z (tx,tv,tz,...) =

E(efx XHty-YHtz-Z4.) "ghserve que tem a mesma propriedade da geratriz
de momentos, isto é, derivando parcialmente em termos de t; obtemos
valores de esperanca, etc.

o )2
. X ~ Normal(p,0?) = Mx(t) = f+°°eX't R ar

2 B m
e+’ pag. 425 Ross

. Desigualdade de Markov: temos s6 esperanca (u > 0) e X s6 assume

valores positivos entdao P(X > k) < & para todo k > 0.

. Desigualdade de Chebyshev: temos variancia (02 < +00) e a esperanca

(1 < 400) concluimos que P(|X — p| > k) < %;

. Desigualdade de Jensen: se g(z) é convexa ("boca pra cima’, ou equivalente

2
dd‘i(f) >0 ou g(Azy + (1 = N)z2) < Ag(w1) + (1 — A)g(z2) com X € [0,1]),
e sabemos a esperanca de X, E(X) = p, vale a relagdo E(g(X)) > g(u),
observe que na primeira aplicamos a fungao sobre uma variavel aleatéria

e na segunda sobre uma constante.




1) As fungoes geratrizes de momentos das v.a. X e Y sdo Mx(t) =
e 2 e My(t) =3 +1.¢".Se X e Y sdo independentes, calcule:

a) E(X )
Resp. a)

e X eY saoindependentes, logo, E(X-Y) f+°° f -y fxy(z, y)dedy =
TS wey fx(@) - fy()dady = [1 T a- fx(@)de- [Ty fr(y)dy =

— 00

E(X)-E(Y) = 20 , dMy(0)
e Vamos calcular de’i(t) - d(ezjtt”) — 9.t e2e =2 dM;(t(O)
9.¢0.02¢°-2 _ 9
e Vamos calcular de’;(t) — d(%zti'et) Ll — %};(0) 1.0 1
» Portanto a solugio & E(XY) = B(X)-E(Y) = “30. 4%0 = 2.5 =

b) P(X +Y = 2), dica, identifique as distribui¢oes
Resp. b)
e de 2,3: X Poisson(2), Y ~ Bernoulli(})
e PX+Y=2)=E(P(X+Y=2/Y)=PX+Y =2/Y=0)-PY =
0O)+PX+Y=2/Y=1)-PY=1)
e sabemos que X e Y sdo independentes, logo p(X +Y = m/Y = n) =
p(X ;EYYQ)Y n) ind. p(X= m(;l) :)(Y n) =p(X =m —n)
e PIX+Y =2) = =2)-PY =0+PX =1 -PY =1) =
e

3. ,-2.22 4 1, 72.;_ -2
3¢ arti-e =2

2) Dois dados sao langados. Seja X o resultado no primeiro dado
e Y a soma dos resultados. Calcule a fungao geratriz de momentos
conjunta das v.a. XeY

Resp. 2)

o X ~ U(1,6) discreta; Z ~ U(1,6) discreta; dado Y = X + Z queremos
MX,Y(tX7tY> — E(eX-tx-‘rY-tY)

e Vamos usar um truque, sabemos que E(E(f(X,Y)/X)) = E(f(X,Y)), e
E(k-X) =k -E(X) para k constante



E(eX Y /X = 1) ind. -ty CE(eY ) = ertx . Zziii?(% Cevty) =
%-@x-tx .(e(1+m)-ty Le@Ha)ty | o(Ba)ty | p(d+a)ty | (5+a) by +e(6+1‘).ty) -

z- i=6, ;.
e (tx+ty) SN0 ity
E(eXti(;_YtY) = E(E(€X~tX+Y'tY /X :fG)) : E(%exfg-'—ty)zii?(elty)) _
%. Z;;léez'tY)G- E-(ez.(tXHY)) =g Nimi (€)Y T (en ) g =
% : 21;1 Zi;l(ez'ty"‘l"(tx-i-ty))

3) A densidade conjunta das v.a. X e Y é dada por

(z—y)2

2 O<y<oo, xR

f(xay):\/%'eiy'ei )

calcule a fungao geratriz de momentos conjunta e as fungoes gera-
trizes de momentos individuais.

Resp. 3)

_ 7(ﬂ°—y)2
foy(T,y) = \/127'6 V-e 2 - Liocy<oo}
o2
MXJ/(tX,tY) — E(eX-tx+Y-ty) — fjooj fjoo; e:vtx-l-y-ty,\/%,e—y.e—i( gy) .
(@—y)?
Ljo<y<ootdyde = f0+oo evty eV fj—;j evtx . \/%7 cem 2 dady
o2
Mas, de 5, fj:: ertx . \/% e dg equivale a Mz(tx) em que Z ~

+2
Normal(y,1) = My(tx) = evtx+3°

2 2
L2 _ [t -t _ -t +i o tx +oo Aty +tx—1 .
ASblIn,MX7Y(tX,ty)_fO Uty eV eV tx+ 5 gy = e fo vty +tx=1) gy —
t2
é(
t ysety +tx <1

11—ty —tx



4) Sejam X, Y v.a. independentes, sendo My (z),My(z) as fungoes
geratrizes delas. Determine a funcao geratriz de momentos da v.a.
U=4X+T7Y

Resp. 4) MU( ) = E(e?V) = E(eXXHT)) = E(etX . oT2Y) " B(etX)
E(e™Y) = Mx (42) - My (72)

5) Sejam X e Y duas v.a. independentes, cada uma com distribui¢ao
Normal. Prove que X +Y e X — Y sao independentes se e somente
se Var(z) = Var(y)

Resp. 5)

1. Prova da volta

e Hipotese: Var(z) = Var(y), X e Y s@o independentes
e Tese: X +Y e X —Y sao independentes

Mx 1y x_y(t1,tz) = B(eXH)0+(X=Y)ta) — FeX-(Ltta)+Y (l—t2)) ind.
E(eX'(tl-i-tz)) . E(ey'(t1—t2))

E(c* (1)) E(eX (17R)) = B(eXT) - E(eV?) = My (Th) - My (T3),
comT1:t1+t2 eTQZtlftQ

utilizando 5, temos:

2
1

2 T{ 2L§
E(ex'(tlthQ))'E(ey'(tl_tz)) = Mx (T1)- MY(T2) = emTitoriy . graTotony —
eﬂl@l*’h)"r"'%% el"Q(tl t2)+0_2w
utilizando a hipétese que Var(z) = Var(y) temos o = o3 (vamos chamar
de 0?), substituindo isso na equacio até agora temos
2 Ry
et (ti+ta)+o? L2 s (b —to) 40 L1120 s (t14t2) i (t1—t2) oo (H3+13) —
elimtpz)ts | glpi—pa)ts | oo (t1+t5) _
2,2 2,2
elitna)te g0t plm—p2)tz L 007t — My v (1) - Mx_y (to)
Ou seja, mostramos que My yy,x v (t1,t2) = Mx v (t1) - Mx_y(t2) =
X 4+Y e X —Y sao independentes

2. Prova da ida

e Hipotese: X+Y e X —Y sao independentes, X e Y sao independentes
e Tese: Var(z) = Var(y)



temos:
My x-y (t1,t2) = B(eGH) XYty — F(eX (i) 1Y (t—ta)) T2
E(eX'(tl-Hz)) . E(eY'(tl—t2)> — eltl(t1+t2)+0'f% . 6“2(t1_t2)+02%
por outro lado, também temos:
MX+Y,Xfy(t1,t2) = E(e(X+Y)‘t1+(X—Y)'t2) hip. E(e(X+Y)‘t1).E(e(X—Y)‘tz) _
elmituz)ts | g(of+o)t] | p(pi—p2)ta | (0 +03)t5
ambos os resultados estao certo pela nossa hipétese, ou seja:
e#l@l“ﬂ‘*‘”?%.eﬂ2(t1—t2)+ff§% — eluitpa)ts o(of+02)t7  o(n1—h2)t2,
e(oi+ad)ts
isso impoe que:

5)2 Ry
w1 (ty +t2) + U%w + pa(ty —t2) + 0%% = (1 + p2)ts + (03 +
o3 + (= p)ta + (0F + 03)t3
eliminando os termos iguais em ambos os lados ficamos com:

O'%tltg — U%tltg =0 = 01 =09

6) O ntumero de automoéveis vendidos por semana por uma conces-
sionaria é uma v.a. com média 15 e variancia 4. O que vocé pode
dizer sobre a probabilidade de que numa semana serao vendidos de
11 a 19 (inclusive) automoveis? Se durante uma semana foram ven-
didos X automoveis, entdo o lucro da concessionéria (em mil reais)
é igual a 0,5 - X'/19 O que vocé pode dizer sobre o lucro médio
semanal da concessionaria?

Resp. 6)
Temos a variancia 02 = 4 e temos a média p = 15

e P(11 < X <19) = P(IX—15| < 4) =1—-P(X—15| > 4) =1 —

P(|X — 15| = 5)
o mas P(|X —15] > 5) < 5 —P(X —15| >5) > & = 1-
P(IX —15]25) 21— 5 > 3 = 55

Para a segunda parte usamos a desigualdade de Jensen:

o f(x)=0,5-2/10; —d{i(;’) =0,5- %xl/lo; 7%];(21) =0,5- %xfg/lo > 0V,
ou seja, convexa.

e E(f(X)) > f(E(X)) >0,5-u"/19 > 0,5.15'1/10 = 9.832, 65 Reais/semana



7) A nota final dos alunos de ME310 é uma v.a. com média 5,5

a) Obtenha uma cota superior para a probabilidade de tirar uma nota acima de
7,0

Resp. a)
Usando desigualdade de Markov, temos
o P(X >17)< 22 =0,7857

b) Além da média sabe-se que a variancia da nota final é 2,5. Quantos alunos
de ter a turma para que a nota média da turma esteja entre 5,0 e 6,0 com
probabilidade pelo menos 0,95 (sem usar o teorema central do limite!) ?

Resp. b)
o =505 02=258,=3"""X;

e Usando a desigualdade de Chebyshev temos:
P(|22 — 5,5/ <0,5) = P(|S, —n-5,5| <n-0,5) = 1—P(|S, —n-5,5 >

Var(Sy,)
n-0,5)>1-— 05

Mas também queremos

S‘n,
P(|%= —5,5| <0,5) > 0,95
portanto, basta que:

1— T3 > 0,95 = Var(S,) <0,05(n-0,5)* = Var(LiZ} X;) <

0,05(n - 0,5)?
Assumindo que as notas sao independentes (é aqui que o professor identi-
fica porcentagem de colas na sala =P)

n-Var(X) <0,05(n-0,5)2 = n-2,5<0,05(n-0,5)% = n > 200

8) Seja X uma v.a. nao negativa com E(X) = 25. O que vocé pode
dizer sobre E(vX) e E(X?) ?

Resp. 8)

e f(x) = +/x & concava, pois % = f%z 2 <0 Vx>0, logo, aplicando a
desigualdade de Jensen (caso concavolll), temos E(f(X)) < f(E(X)) =
E(f(X))<V25=5

e f(z) = 2® é convexa, pois diii(f) 6

desigualdade de Jensen, temos E(f(X))
253 = 15625

0, logo, aplicando a
) = E(f(X)) =



OBS: observe a importancia para a desigualdade de Jensen (nesse caso) que
a v.a. seja ndo negativa (x > 0), se ela pudesse assumir valores negativos,
ambas as fungdes NAO teriam convexidade para todos os valores do dominio (ex.
x=—-1 = 62 < 0) e consequentemente nao poderiamos usar a desigualdade!

9) Seja X ~ U(0;2). Ache cotas (usando as desigualdades apro-
priadas) e compare com os valores exatos para P(X > 1,95) e
P(0,5 < X < 1,5)

Resp. 9)
Exercicio interessante para termos consciéncia do preco a pagar pela facili-
dade do uso.

: _1.,2_1
Do enunciado temos que p = 1; 0% = 3.

e Por Markov: P(X >1,95) < 5= = 0,51;

e Por Chebyshev unilateral, obtemos P(X > 1,95) = P(X —1 > 0,95) <

13
o513 ~ 0,27

e Por Chebyshev: P(X > 1,95) + P(X < 0,05) = P(|X — 1| > 0,95) <
ﬁ = 0,37 mas por simetria P(X > 1,95) = P(X < 0,05) dai temos
P(X > 1,95) + P(X < 0,05) =2 - P(X > 1,95) < sy = 0,37 =

3.0,952
P(X >1,95) < 0,185;

PO,5<X<1,5)=1-P(|X—-1/>0,5)>1-— ﬁ = —0, 3333, uma
informagao valida, porém inttil, pois sabemos que P(A4,,) > 0, o que nos
da um chute mais plausivel, porém igualmente inutil.

e Resolvendo na unha temos: P(X > 1,95) = %ff% dx = 0,025; P(0,5 <

X <1,5)=1[""dr=0,5.
OBS..9)

Outro exemplo: se em vez de X ~ U(0;2) fosse X ~ N(0;2) temos que
p=0;02=2

e Por Markov: P(X > 1,95) < 0; P(0,5 < X < 1,5) = P(X < 1,5) —
PX>0,5)=1-PX>1,5)-PX>05)>1-0-0 = P(X >
1,5) + P(X > 0,5) < 0, ndo funciona? néo é isso, perceba na defini¢ao
em 5 que a desigualdade s6 é definida para v.a. com u > 0, 0 que nao é o
casol!

e Por Chebyshev: P(|X —0| > 1,95) < 125 = 0,5259; P(0,5 < X <

1,5) = P(X < 1,5) = P(X >0,5)=1—-P(X >1,5) — P(X >0,5) >
1— 13— 525 P(0,5 < X <1,5) > 1-0,88888—16 = —14, 1111; Dessa vez



estd tudo de acordo com a defini¢ao... esta errado? nao!l... vale lembrar
que a probabilidade de qualquer coisa esta definida no intervalo [0, 1], ora,
com certeza P(0,5 < X < 1,5) > 0 portanto, a resposta, apesar de inatil
esta certa, pois P(0,5 < X < 1,5) > 0 > —14,1111, dessa forma nao
foi violada nenhuma restrigao! Outra coisa que podiamos ter pensado era
fazer P(|X — 0,5/ < 1) > 1%, Note que além da resposta errada, isso nao
satisfaz a definicao da desigualdade, pois =07 0,5

Usando a tabela de distribuigdo normal: temos P(X > 1,95) = 0.084;
P(0,5 < X <1,5)=0.217



Este solucionério foi feito para a disciplina ME310 - 2Sem 2012.
Caso encontre algum erro, por favor pega alteragao informando o
erro em nosso grupo de discussao:

hitps : | /groups.google.com/ forum/? fromgroups#! forum/me310—2s—2012
ou diretamente no repositorio do github:

https : |/ github.com/eric — lopes/Probabilidade2

Bons estudos,
Eric.



