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Lembrando:

1.

Convergéncia de sequéncias em LP (também chamada de convergéncia em
média p): se lim E(|X,, — Xo|") — 0 quando n — oo, entdo a sequéncia
n—oo

definida por X, é dita convergente para Xy em LP (X, = Xo)

Convergéncia em probabilidade: se lim P(|X,, — Xo| > €) = 0 com e >0
n—oo
dado, quando n — oo, entdao a sequéncia definida por X,, é dita conver-

gente para X, em probabilidade (X, prep. Xj). Outra maneira equivalente
de escrever é: lim P(| X, — Xo| <€) =1
n—oo

Convergéncia quase certa: se P({w €Qlim X, (w)=X (w)}) = 1 entao
n—oo

X, 5 x (X, & dito convergente quase certamente para X). Essa talvez
seja a convergéncia mais complicada dentre as estudadas, tenha em mente
que SE sabemos X, (w) (relacionar a distribuigdo com os valores do espago
amostral), entdo basta mostrar que o conjunto de w para os quais X,, - X
tem probabilidade 1 (h4 um namero finito de w para os quais ndo vale
X, — X). Caso nao saibamos & priori identificar X,, em fungdo de w
podemos usar (5) o lema de Borel-Cantelli da seguinte forma: Seja € > 0
e A, = {|X, — X| > €}, calculamos P(A,), Se >_° | P(A,) < o entao
com probabilidade 1, um nimero finito dos eventos A,, vai ocorrer, ou seja,
para todo € > 0 podemos encontrar N tal que, para todon > N temos que
A,, ndo ocorre (ou seja, X, ©5 X). Se caso contrario, Y oc | P(A,) = oo
e os eventos sao independentes, entao com prob. 1 existe subsequéncia
infinita nq,ng, ... tal que A,, ocorre, ou seja, |X,, — X| > e = X, ndo
converge para X quase certamente.

Convergéncia em distribui¢do: se lim Fx (a) = Fx(a) Va, entdo X,
n—oo
¢ dito convergente em distribuigdo para X para todo a onde Fx(a) é

continua.

Lema de Borel-Cantelli: Seja um evento {4, } com probabilidade de ocorre
P(A;) = h(n), se > h(n) = 400 e os eventos sdo independetes o evento
ocorre um numero infinito de vezes; se Y h(n) — constante o evento



10.
11.

ocorre um numero finito de vezes; (e se > h(n) — —oo, vocé errou alguma
coisa... P(A,) = h(n) > 0)

Limite fundamental: lim (14 %) = e*

n—oo
LEI DOS GRANDES NUMEROS: Seja uma sequéncia {X,,n > 1} de
variéveis aleatorias definidas no espago de probabilidades (€2, F, P), vamos
definir S, =Y ;) X, e pp = BE(Xy), A, = E(S,) = > i) i

e Lei fraca dos grandes ntmeros: dizemos que {X,,n > 1} satisfaz a
. . . Prob.
lei fraca dos grandes nimeros se lim 5z — 4= "2
n—oo " n
e Lei forte dos grandes nimeros: dizemos que {X,,,n > 1} satisfaz a

. , . q.c.
lei forte dos grandes niimeros se lim %" - % =0
n—oo

Teorema de Kolmogorov:

e {X,,n > 1} uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d.. A existéncia
de E(]X1|) é condigao necessaria e suficiente para que a sequéncia
{X,} satisfaga a lei forte dos grandes numeros e 37" % p, onde
= p1

e (Outro teorema de Kolmogorov): Seja {X,,n > 1} uma sequéncia
de variaveis aleatorias independentes com segundo momento finito e

Var(X,) <ocose Y >, % < 00 entdo x — % 50

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL: Seja X;, Xa,...X,, um conjunto de
n variaveis independentes cada uma com média u e varidncia finita o2.
Entao:

n
v X, —
Y = tim 2=l v )

n—o00 77,0'2

Outra forma (bastante util) de enunciar o TLC ¢ dizer que @(X ) A

N(0,1); em que X = 1 =" x,.
Implicacoes: LP —> prob. = distrib. e g.c. = prob. = distribd.
Manipulagdes em Variaveis com distribuigao normal: Sejam X ~ N(ux;0%),
Y ~ N(py;0%) independentes e k constante entdo:
o V=kX~N(k- pux;k* 0%)
o V=k+X~N(k+ux;o%)
o V=X+Y ~ N(ux+py;oc%k+oy)

eV =X-Y ~ N(ux—py;o%+0%) (Observe que é + na variancia.
Essa é uma fonte grande de erros!)



1) Dé um exemplo de sequéncia X, X, ... tal que X,, — 0 em L' |
mas nao em L>

Resp. al)
Basta aplicar a definigao de 1, tentando um ’passo inverso’ para achar algum
exemplo em que nao funcione
e Seja a sequéncia definida por P(X,, =n) = L e P(X,, =0)=1— L e
P(X, = k) = 0 nos demais casos , dessa forma E(|X,, — 0" = E(X,) =
SIThi-P(X, = i) =n- % =150 mas E(|X, - 0°) = B(X2) =
Sihi? P(X,=i)=n? L =1-14#0
Resp. a2)
e UM EXEMPLO ERRADO! Seja a sequéncia definida por X,, ~ Normal(0, 14+
1), temos E(X,,) = 0, E(X2) = 02 + E(X,)? =14+ 2 +0 = 1 # 0...
o que tem de errado aqui ? usamos isso E(X,) = 0, mas na defini¢ao, é
pedido a esperanga do MODULO elevado a p, ou seja, E(|X,, —0[') > 0
nao satisfazendo as condicdes para ser L' , esse é um tipo de erro muito
facil de cometer.

2) Sejam X, Xo, ... v.a. i.i.d. Uniformes (0,1). Mostre que n=*» —
0 em probabilidade, mas nao quase certamente.

Resp.) para mostrar isso, temos que provar que as restrigdes descritas em 2 sdo
validas:

e Queremos mostrar que lim P(’n*X" — 0| <e€)—1,
n—oo

Considere lim P(|n*X" — O‘ < €), uma observagdo importante é que X, €

n—oo
[0, 1],
Podemos fazer transformacoes nos dois lados da desigualdade, considere
a transformagdo logaritmica lim P(’n*X“ - 0| <€) = lim P(in ’n*X”’
. In(e . In(e
nt6) = i, P~ < 55) =l PO > ) = frn [y 10 =

(o
L+ lim gy =1

logo, converge em probabilidade.

e Agora vamos tentar mostrar que nao converge quase certamente:
Considere e > 0 e A, = {|n *» — 0| > €} disso temos que P(A,,) = P(|n %~
€) = P(In(|n~%»[) > In(e)) = P(X,, < — i) =

>

z=—log|n|(€) 0 se — loy\n\(d <0
/ Lioco<ooydz = § —logpn(€) se 0 < —logp,(e) <1
v=0 1 se —logjn(e) > 1



Vamos calcular klim ZZZC P(A,,) = —logi(€) — loga(€) — logs(e) — ..., mas
— 00

existe ng tal que € < n; ' para todo n; > ng, logo klim Zzzlf login(€) =
—00

—logi(€) — loga(e) — logs(e) — ... > klim 22220 1 — oo, mostrando que a se-
—00

X

quéncia denotada por n~ " nao converge quase certamente.

3) Sejam X7, Xs, ... v.a. independentes, X,, ~ U(0,a,). Mostre que

a) Se a, = n? , entdo com probabilidade 1 somente um namero finito de X,,’s
toma valores menores que 1;

Resp. a)
Considere o avento 4,, = {X,, < 1}

=1 =
o P(A,) = P(X, < 1) = [[Z Lde = L = 5 = Y27 P(A,) =
S % =2 <00 => A, ocorre um namero finito de vezes

b) Se a, = +/n , entdo com probabilidade 1 um ndmero infinito de X,,’s toma
valores menores que 1;

Resp. b)
Considere o avento 4,, = {X,, < 1}

z=1 n=oo
. P(A_n) = P(X, < )= [Dy dde = L = = = YOI P(A) =
Szl ﬁ >3 =1 500 = A, ocorre um nimero infinito de vezes

4. Construa exemplos (diferentes dos dados na aula) que mostram
que:

a) convergéncia em probabilidade nao implica na convergéncia quase certa.
b) convergéncia em LP ndo implica na convergéncia quase certa.

c¢) convergéncia quase certa nao implica na convergéncia em LP.

5) Sejam Xi, Xp,... v.a. ii.d. Uniformes (0, 1) e sejam Y, =
minXy, ..., Xn, Zn = marXy, ..., X,, U, =nY,. Mostre que, quando
n — oo,

a) Y, — 0, Z, — 1 em probabilidade;
Resp. a)



e lim P(|Y,—0|>¢) = llm P(|mmX1, vy X — 0| > €) = lim P(minX, ...

n— oo n—00

€) = lim P(minXy, ..., X, >¢€) ‘nd. nlz_)rroLo(P(X > €)= nlz_)rgo(l —e)"=0

n—oo

o lim P(|Z,—1| > ¢) = lim P(jmazXq,...,X,, — 1| > €) = lim P(1 —

n— o0 n—oo . n— oo

mazXi, ... Xp > €) = lim P(mazXi,... X, < 1—¢) " lim P(X; <
n— oo n—oo

1—e)" = lzm(l—e)"zO

b) U, — exp(l) em distribuigao
Resp. b)

e Queremos mostrar que JiﬂgoFU"(a) = Feppny(a)
nlir(r)zoFUn(a) = nlﬁZOP(U” <a) = nlz_z?goP(nYn < a) = JZ_,WSOP(Y" < a/n) =
1- JLH(ZOP(Y,L >a/n)=1-— nlgn;LoP(minXl, vy Xp >a/n)=1- nlingOP(Xl >
afnt = 1= Jim (1= 2" £ 1= 0 = [*_1-e™Vdu = Flopn (o)

6) Ache o limite (quase certo) da sequéncia Y7,Ys,... onde Y, =
L(X¢+ ...+ X2), X1, X5, ... sdo ii.d. Uniformes (0, 1) e o> 0.

Resp.) Considere a variavel aleatoria V,, = X, observe que E(V, fo x%dx =
fjll < 00, logo, pelo teorema de Kolmogorov (8) a soma deﬁnlda como S,, =

1 . S, 4:¢ 1<Y+1 o 1
E(‘/l + ‘/2 + ...+ Vn) satisfaz n — oFl — a+l’
1

a+1

mas Y, = STL" logo, por (8),

. q.c.
mostrei que Y,, —

7) Sejam Xi, X, ... v.a. 1id. com E(X;) = Var(X;) = 1. Mostre

que
/ Zz nXQ \/5
Resp.

Considere Uy, = ZnXiv como E(X;) < oo entdo U, &5 1.

Considere W,, = 275(%27 como E(X?) = Var(X;) + 1?2 = 2 < oo entdo
W, 52

Considere V,, = @ _ % \/"ZX,-2 . \/E:{? — T % V3 por ).

DDy (RN V.OND Dy P, GO Zl ZiEP X v, ¢

No e 1/"'\/nZ’"X2_\/zz§?xf V.7

Y%



8) As v.a. Xy, Xy, ... sdo independentes, P(X,, = n) = P(X,, =

_n)

=1/2,n=1,2, ... Mostre que:

k=n
- Xk Prob
k—é Y
n

0

Resp.) Vamos apelar. Observe que é muito mais facil mostrar que converge
quase certamente do que em probabilidade e como convergéncia quase certa
implica em convergéncia em probabilidade, temos o resultado esperado:

E(X;)=2-2=0

Var(X;) = E(X2) —E(X,)2 = E(X2) = & 4 2 — 2

K2

Considere a Variavel aleatoria Y; = £t temos P(Y; = 1) = P(X; =n) =
P(X;=-n)=PY;=-1)=3

Com isso, temos E(Y;) = 1 — 1 = 0 e Var(y;) = E(Y?) — E(Y;)? =
E(Y?) = & + 4 =1 < oo, alem disso Y3y Yorfh) = yimh 2 <

k=n

Y ac

o0o0. Podemos usar o teorema de Kolmogorov (8) e % = 0, mas
k=n k=n k=n k=n
Y =" X =" X gq.c. . =" X Prob.

Lt Ve _ E"—g * logo Z’“-% E 250 e disso temos que =k=L=k T3 ()
n n n n

9) A cada aposta, o jogador perde 1 R$ com probabilidade 0.7,
perde 2 R$ com probabilidade 0.2 ou ganhe 10 R$ com probabilidade
0.1. Calcule (aproximadamente) a probabilidade de que este jogador
estara perdendo depois de 100 apostas (ganho negativo).

Resp.)

temos que: P(X = —1) = 0,7:P(X = ~2) = 0,2;P(X = +10) = 0,1

Var(X) = E(X?)—E(X)? = (=1)2-0,7+(—2)2-0,2+(10)2-0,1—0, 12 =
11,49

. 100
Considere S1g0 = > 0~ X

n=1
Usando o Teorema do Limite central (10), temos que P(Sip0 < 0) =
S100—n- —n- —n- - ~
Pt < 2t = o(=2h—) = (i) = 6(0,295)

Var(X)n — \/Var(X)-n
0,616.



10) O namero dos dias que uma certa componente funciona até
falhar ¢ uma v.a. com densidade f(z) =2z, 0 <z < 1. A com-
ponente que falha é reposta imediatamente. Quantas componentes
precisamos ter no estoque para que a probabilidade de que o estoque
vai durar pelo menos 35 dias seja 0.957

Resp.)

e E(X)= fol x - 2zdr = fol 20%dx = 2

e Var(X) =E(X2) —E(X)2 = [l 22 - 2zdz — (2)" = () - (3)° = &

 PIS 23 = P 2 ) 1o ) <09

o Assim: ¢(¢%) = 0,05 = \/% = —1,645 = n =

56,8866 = 57 Componentes

11) Os engenheiros civis acreditam que o peso (em toneladas) que
uma certa ponte pode suportar sem sofrer danos estruturais tem
distribuicao Normal com média 200 e desvio padrao 20. Suponha
que o peso de um carro é uma v.a. (nao necessariamente Normal)
com média 1 e desvio padrao 0.2. Quantos carros podem passar
simultaneamente por esta ponte sem que a probabilidade de danos
estruturais exceda 0.017

Resp. )

e P ~ N(200;20?%) - peso que a ponte pode suportar antes de sofrer danos
estruturais

C; é o peso de um carro qualquer, tal que u = E(C;) = 1; 0% = Var(C;) =
0,22

Considere a variavel aleatoria N, =Y i C;

1=

Pelo TLC (10) temos que % ~ N(0,1) = N, ~ N(n-p;n-o?)
Queremos P(N,, > P) = P(N,, — P > 0) < 0,01, mas ambas as variaveis
sao aproximadamente normais, podemos aplicar subtracao de normais:
Considere V,, = N, — P ~ N(n-pu — 200;n - 02 + 20%), para simplificar
as manipulacdes, connsidere também k =n-p —200 e w = n - o2 + 202
Dessa forma, queremos P(V,, > 0) < 0,01 com V,, ~ N(k;w).



e Agora vamos manipular: P(V,, >0)=1—-P(V, <0)=1- P(V"—\/gC <
%) =1- d)(\;—%) =1—-(1- gzﬁ(%)) = qﬁ(%) < 0,01. Observe que a

transformacao V\"/%k é a que farfamos para tranformar uma variavel normal
na forma padrao.
; _k_ k_ _ _np—200 _
o disso temos ¢(_%) < 0,01 — & < -2,326 — = =
12200 9 326 = n =153 Carros.

4/ 1-0,044202

12) As notas dos alunos do curso de estatistica tem média 7.4 e
desvio padrao 1,4 (suponha que as notas sao v.a. independentes).
O professor vai dar duas provas, uma para turma de 25 alunos e
outra para uma turma de 64 alunos. Calcule (aproximadamente):

e Para esse problema temos: p = E(X;) = 7,5; 0 = 1,4; X; iid; €1 = 25
Alunos; Cy = 64 Alunos; S, ZZ "X

a) A probabilidade de que a nota média da turma seja pelo menos 8.0 (para as
duas turmas);

Resp. a)
Queremos:

1. P(% 2 8) — P( 82;—22§u Z 25-8 2205;1) —1— ¢( 25-8 2205;4) —1— d)( 251-?4—.\2/52%,4) _

1= 6(2,14) = 1 — 0, 9838 = 0, 016

9. P(% > 8) — P(Si;;\;%l/t > 64(;8\;%1#) —1— ¢(648 64;L) — 1_¢(6418;%,4) _

— ¢(3,428) 22 0,0003

b) A probabilidade de que a nota média da turma maior exceda a nota média
da turma menor em pelo menos 0.22.

Resp. b)
Queremos P(% > ‘5;—255 +0,22)

e Como pelo TLC: ‘{'74 (% — 1) A N(0;1) entdo % 4 N(u;‘ﬁ’—z); da
mesma forma L (S2— — ) A N(0;1) entdo 25 A N(p; g%)

e Denote Y = 564 — S25 pelo TLC'Y ~ N(0; g4 + 3 ) e queremos P(Y >
0,22), como Y é aprox1madamente uma Normal, Vamos fazer a transfor-

macio Z = —~=C— ~ N(0;1) assim nosso trabalho se resume a calcular
Tt

0,22 0,22 \ _ 0,22 \ _ 0,22 \ _

P(Z > /7%+%) = 1_¢( /7%+%) = 1_¢(U.0,235g> = 1_¢(1’4.0,2353) =

6 5 6
1— ¢(0,6664) = 1 — 0.7474 ~ 0, 25.



13) Um dado honesto é langado até que a soma dos resultados exceda
300. Qual é a probabilidade de que serao necessarios pelo menos 80
lancamentos?

Resp. ) Aqui temos que perceber que a probabilidade de em 80 ou mais langa-

mentos para alcangarmos soma maior que 300 equivale a probabilidade de em
exatamente 79 lancamentos nao termos alcangado soma 300, assim

i=79 a1, _mQ.
o POLZT N <300) = P(S=yme < 2050 = 6(750)

e Sabemos que nossas variaveis aleatorias N; ~ U(1,6) discreta logo u = 3,5
b—a+1)2—1
ec? =3 (Var(U) = (bmatl)’—1 12) )

e Com isso:P(3'=17 N; < 300) = ¢(%) = ¢(1,548) = 0.93919

14) Um dado honesto é langado 43 vezes. Calcule a probabilidade
aproximada que a média geométrica dos resultados é pelo menos
2,33. Obs.: a média geométrica de ay, ..., a, é (ay - - - a,)"/™ .

Resp. )
O truque aqui é usar logaritmo para transformar os valores a ser calculados.

e Observe que In é crescente e como o valor minimo do dado é 1, entao
In(1) = 0 nesse caso (ndo precisamos nos preocupar com valores negativos
de logaritmo \0/), agora ficou facil

e P((ar+a,)¥/™ >2,33) = P(in((a1--a,)/™) > In(2,33)) = P(L-In(a;-+-a,) >
In(2,3 )) P(5 Y21 ai > In(2,33))
=6 In(i)

e Sabemos que a; ~ U(1,6) discreta, sabemos que E(In(a;)) = > ;.= =5~ =
1,0965 e E(In(a;)?) = Zi? % = 1,5683 com isso temos que o =
E(In(a;)?) — E(In(a;))? = 1,5683 — 1,09652 = 0,366; podemos calcular
tambeém In(2,33) = 0, 845868268

o P((a1-an)"/™>2,33) = P(2-30120 a; > In(2,33)) = 1-P(2- 21 a; <

n
n-In(2,33)—n-1,0965 43-1n(2,33)—43-1,0065
In(2,33)) =1 —¢( (\/0,2’,66% ) =1—¢( (\/0 ?266 3 )=

o 11— ¢(—2.7166) = $(2.7166) = 0.99670




15) Sejam X, Xs, ... v.a. i.i.d. com E(X;) =0 e E(X?) = 2. Ache
o limite em distribuicao da sequéncia Y7, Y5, ..., onde

1
Y, = E(Xl + o+ X/ X2+ L+ X2
Resp. )

Sabemos que X; tem esperanca e segundo momento finitos, sabemos também

a variancia (02 = E(X?) — E(X;) = E(X?) = 2). Que cai como uma luva para
. —o00 Var(X,

o Teorema de Kolmogorov (8), ja que Y"1 % < 0.

Primeiro, vamos reescrever a sequéncia de uma forma mais adequada Y,, =

LXi+ .+ X)X+ .+ X2 = ﬁ(Xl + ... Jan)ﬁ\/Xl2 + ..+ X2

aqui temos duas subsequéncias convergentes:

ﬁ\/Xf +..+ X2 = \/M %% V/2 (Teo. Kolmogorov) e ﬁ(?ﬁ +
o+ X)) ™47 N(0;1) (TLC) sabemos que o = v/2 logo ﬁ()ﬁ Fo+X,) et
N(0;2). Dessa forma Y, = (X1 4.4+ X,,) /X2 + ... + X2 disgr V2-N(0;2) =
N(0;4).
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Este solucionério foi feito para a disciplina ME310 - 2Sem 2012.
Caso encontre algum erro, por favor pega alteragao informando o
erro em nosso grupo de discussao:

hitps : | /groups.google.com/ forum/? fromgroups#! forum/me310—2s—2012

ou diretamente no repositorio do github:

https : |/ github.com/eric — lopes/Probabilidade2

Bons estudos,
Eric.
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