ME501 — PROCESSOS ESTOCASTICOS
LISTA 2 - GABARITO

1. X,; = Moeda usada no i — ésimo langamento

X = {a, se moeda A
T\, se moeda B

Paa = P(X,=al|X,-1=a)= 06
Pat = PX,=4|X,1=a)= 04
Pba = PX,=al|X,-1 =4)= 05
Popo =P, =X, =4)= 05

P= (o5 os)

M, = 0.6, + 0.4T1,
M, = 0.5M, + 0.5M, & {

M~ My = 060, _ { M, = 0.81,
M,+ My = 1

_1
M+ T =1 My =1-1,° Ma= /18

Proporcéo de tempo que a moeda A € usada = I1, = 0.5556.

Y; = Resultado do j — ésimo langamento

_ {c, se obtiver coroa
Yi = k, se obtiver cara
P(Y; =A;) =06 P(Y; = Ay) = 0.4
P(Y; =B.) =0.5 P(Y; =B,) =05
P(Y3 =B|Y; = A)
=P(Yy = Ap).P(Yp = Ac|Y1 = A) + P(Yy = A).P(Y = B |Yy = Ac)
P =A., Y =A P(Y, = By, , Y = A,
_ Py =), (Y _yl k)_|_ Py = 4, (Y k_yl )

=P(Yy = A ). P(Yy = Ap) + P(Yp = By). P(Yy = Ac)

=06%04+04%05=0.24+0.20=0.44



2. Sabemos que

ZW{;} =1 =ZW¢;}
7 7

Para mostrar que II; = 1/ o Vi precisamos verificar se II; satisfaz
;= X py
%=1
Supondo I1; = 1/]\/[ V4 verdade, temos que

1 1 1 1
Il = ZWW@;Z Zﬁﬂ%;‘: ﬁZﬂ%j: ﬁX1: ”
7 7 7

Além disso,

Z ;ﬁ—Mx—:l

Logo, se a matriz de transicdo de uma Cadeia de Markov com M estados €&
duplamente estocastica, entdo I1; = 1/ e Vi

3. Temos que
»ij = P(Ter j guarda — chuvas no destino | Tem i guarda — chuvas na origem e clima)
Assim.

#00 = P(Ndo ter guarda — chuvas no destino | Ndo tem guarda — chuvas na origem)

=0

#ox = P(Ter k guarda — chuvas no destino | Ndo tem guarda — chuvas na origem)
=1

»o,; = P(Ter j guarda — chuvas no destino | Ndo tem guarda — chuvas na origem)
=0Vj#k

#1x = P(Ter k guarda — chuvas no destino | Tem 1 guarda — chuva na origem e chuva)
=p

#1x-1 = P(Ter k — 1 guarda — chuvas no destino | Tem 1 guarda — chuva na origem e ndo
—chuva)=1-p

»1; = P(Ter j guarda — chuvas no destino | Tem 1 guarda — chuva na origem) = 0 Vj
# {k,k—1}

#x1 = P(Ter 1 guarda — chuva no destino | Tem k guarda — chuvas na origem e chuva)
=p

#xo = P(Nao ter guarda — chuvas no destino | Tem k guarda — chuvas na origem e ndo
—chuva) =p



Logo,

Pik—i+1 = P(Ter k — i+ 1 guarda — chuvas no destino | Tem 4 guarda
— chuva na origem e chuva) = p Vi # 0

Pix—i = P(Ter k — 4 guarda — chuvas no destino | Tem 4 guarda — chuva na origem e ndo
—chuva) =1—-pVvVi+0

»ij = P(Ter j guarda — chuvas no destino | Tem 4 guarda — chuvas na origem)
=0 i=0ej#k ou i#0ej#{k—4ik—4i+1}

»ij = P(Ter j guarda — chuvas no destino | Tem 4 guarda — chuvas na origem)

=1 i=0ej=Kk

Temos que
: 0 q p
: q p 0
: p -

P=]: o :

g :
0 g p :
q p 0 0

ondegq=1-p.

Assim,

( My = (1—p) x I ( y=A-p)xMx+pxIl; & Iy =11
M =1 —p) XMy +pxT M =A-p)xM1+pxIy &I =4
My =1 —p) Xy +p X4 M1 =0Q-p) XM +pXxI; & Mg =1

4 : =3 :
Iy =To +p XTIy op=(1-p)xI
\ H0+H1++Hk=1 \ (1—p)><l—[¢+k><l_[¢=1
(M= — vi=1,.k
{ 1 k+ 1 _ pl 1 ] ]
o
My =——P
k 0 k+1-p
0, =XiWpy . . R L .
Como S, =1 € satisfeito, temos que a Distribuicdo Estacionaria da Cadeia de
it =
P _ 1-p o 1 .
Markov é Iy = iy L= k+1_p,¢ =1,..,k.
A proporcédo de tempo que Pedro fica molhado é I1, X P(chuva) = k:ﬁp X p.



4. Seja

0 0 0
1 0 0
1/2 1/2 0
1/3 1/3 1/3
1/4 1/4 1/4

S O =

N—_

0
0
P = | 0
0 0
\ 1/4 0

(11, Mo
Mz = 1/41_[0

(Mo =T + YT, + Ygm + 1/, 1,

M, = om,+ Ygm + 1/, m,

I, = 1/3H3+1/4H4 =
I3 = 1/4 I,

H4 = HO
H0+H1+H2+H3+H4: 1

Assim,
HO — 12/37
Ng= 337

Por outro lado,

N=1IP| xP

M= 0P = NP?| xP

MN=MP = NP2 = NP3 xP

M= MNP = NP? =-..= NPk
Assim,

I, = Z,Hﬂ%;k
7

Mo =1/5Me+ 1y x1/ame+ 1y x 1/, 10+ 1/, 115 = 1,

Logo, a distribuicdo estacionéaria da Cadeia de Markov com probabilidade de transicéo
».; € também a distribuicdo estacionaria da Cadeia de Markov com probabilidade de

transicdo q,; = p.;~.



6. a) Se, alongo prazo, n x I1; € o tempo que a Cadeia de Markov passa no estado
i, n X I1; também ¢é (a longo prazo) o numero de vezes ao longo do tempo que a
Cadeia de Markov “chega” (entra) no estado 4 (podendo diferenciar em uma entrada
para menos se 0 processo comecga no estado 4) e o numero de vezes ao longo do
tempo que a Cadeia de Markov “sai” do estado 4 (podendo diferenciar em uma entrada
para mais se ndo contarmos a saida no instante » para o instante n + 1, se X,, = 1).
Como n — +oo, temos I1; como a propor¢ao para as trés situagoes.

b) I;»,; € a proporcdo de vezes que a Cadeia de Markov “sai” do estado 4 e vai
para um estado 7 especifico, pois, por a, I1; € a proporgdo de transi¢bes ao longo do
tempo que a Cadeia de Markov “sai” do estado 4 para algum estado k qualquer, e por
definicéo, p,;; € a probabilidade de transi¢cdo do estado i para um estado ; especifico.

Assim, I1;p,;; € a proporgao de transi¢des do estado 4 para o estado 7 (7 especifico).

c) X ;p;; € a soma das propor¢des de vezes que a Cadeia de Markov sai de
cada estado 4 para algum estado ; especifico, ou seja, a propor¢do de vezes que a
Cadeia de Markov sai de todos os estados 4 para algum estado ; especifico, pois, por
b, I1; X p,; € a proporgdo de transicGes do estado 4 para o estado 7 (7 especifico), e
assim, ¥ I1;p,; € a soma das propor¢des de transi¢do de cada estado 4 para o estado
# (7 especifico). Logo, Y; I1;»,; € a proporcdo de transi¢des de todos os estados < para
o estado 4 (§ especifico).

d) Como, por c, ¥, I1;,; € a proporcao de transices de todos os estados 4 para o
estado 7 (7 especifico), e, por a, I1; € a proporcdo de vezes que a Cadeia de Markov

“‘chega” (entra) no estado 4 (proporgdo de transicbes de todos os estados k para o
estado 7), temos que I1; = ¥, I1;,; € a proporcao de transi¢cdes de todos os estados 4

para algum estado 7 especifico.

e) Sabemos que

¥ =330,

1€A jeAC FEAC 4€A

Assim, temos Y4 Il;p,;; a proporcdo de transicGes de todos os estados 4 € A
para algum estado j € A especifico. Por outro lado, Yjeac Lieallipy; € a proporcdo
de transigdes de todos os estados i € A para todos os estados j € A¢.

Além disso,
Z Z pi; = z Z L;pi;

1€AC FEA F€A ieAC

De forma semelhante, ¥;c4cIl;;; € a proporcdo de transicGes de todos os
estados 4 € A para algum estado j € A especifico. Por outro lado, YjeaXieac ipy; €
a proporcéao de transicdes de todos os estados i € A¢ para todos os estados 7 € A.

Como n — o, a proporcdo de vezes que a Cadeia de Markov passa de um estado
x € A para um estado y € A® (estd em A e vai para A%) é igual & proporcéo de vezes
que a Cadeia de Markov passa de um estado x € A® para um estado y € A (esta em
AC e vai para A).



7. Condicionando no resultado da primeira partida e observando que esta
contribui com +1 para o nimero total de partidas, obtemos:

E(My) =0 E(My)= 0

EM;) =p X (E(My41) + D+ (1—p) X (EM;—) + 1) =pXEMy1) + (1—p) XxEM;—1) + 1

Para p = 1/, temos que
2 X EWM;) = E(M4q1) + E(M;_1) + 2

E(M+1) + EQM) = E(M;) — E(M;—1) — 2

Qi+1 a;
Assim,
iy = 0 — 2
Logo,
0(220(1—2:(4’77,1—0)—2: ml—Z
0(3=0(2—2=(4’n1—2)—2= m1—4
a4=a3—2=(m1—4)—2= m1—6
0(4_,_1:0(4—2: ml—Z’Lv’L:{l,Z,N—l}
Logo,
i i i
i . iX(i+1)
E(M4)=Zak= (my—2k) =ixm;—2 ) k =ixm;—2 X
=ixXm —ixX (A +1)
Assim,
EMy)=Nxm; —NXx(N+1)=0=> Nxm;=Nx(N+1) =2m;=N+1
Finalmente,

E(M)=ix(N+1-i—1)=ix (N-4),sep =1/,

Para p # 1/,, basta verificar se

1-p
E(M) = ———— ! 1_( p)
Y 1-2p 1-2p, 1-py\"
_( p )
satisfaz
EWM,;) =pXEW;11) + (1 —p) X E(M;—4) + 1
Ou segja,

iv1 v -5 i1~ 1-(52
1-2p 1—2p1_(1—




8. Temos que

P(ganhar , Xy = i,chegaaN)  pi1q

P(ganhar | Xy = i,chegaa \N') =

P(Xy = i,chegaaN) Pi
Sep = 1/2, temos que p,; = i/]\f' Assim,
i+1 ‘
P(ganhar | Xy = 4,ch N =L N
ganhar | Xy = i,chegaa ==L X2
N

1
Sep # 1/,, temos que p; = ——L7. Assim,
1

P(ganhar | Xy = i,chegaa ) = —Xp= —Xp
BT REEED
p - p
1-p
1_( p )
9. a) Temos que
L 0, 1 23 2
H:OXZ+2XZ:E T[O=7'[0XZ+7TOXZC>3T[O—4T[O+1=O
A=16-12=4 a+o (m0=1/3
T[Oz;z
6 n8=1

Logo, 1y = mini{iry, my) = 1/3.

b) Temos que
0 1+1 1+3 1.3
=0X— X = X===
# 6 2 372

n0=n0xl+n1xl+n3xl@6n =1+43my+2n8 © 218 —3n,+1=0=n,(3—-2n8) =1
0%g 0%5 023 0 0 0 0 0 0 0

@@=1@(n0—$)(|an§+bn0+c|)=0

a=2
©and +bnd +cng—and —bny—c=0 ©@a=2 c=-1 {b__b___ogﬁ{b=2
cmb= c=-1
& |2n¢ +2mp —1|=0
( " _2+V12
T =
—2 412 ’ 4
A=4+8=12 T[OZT:
[ ., —2-+12
le’O = 4 <

Logo, my = min(my, 7y ) = 0.366025.



10. Temos que.

Assim,

11. Queremos verificar se

Por definicdo

. . Pjil;
Q/Lj =Py =#Xng =4) = =1

U

Assim
Z”iQW = Zﬂ’z 21 = Z#?ﬁ”; = ”;;ZW;M =Ty
1 1 1 1

1

12. a) X,, = Numero de bolinhas brancas na Urna 1 apés n trocas

».j = P(Ter j bolinhas brancas apds n trocas |Tinha i bolinhas brancas ap6s n — 1 trocas)
Assim.

p.ii = P(Ter i bolinhas brancas | Tinha 4 bolinhas brancas)

i m-—i m—4i 4 )
= — X — + X — Vi
m m m m
# bolin has brancas urna 1 # bolin has coloridas urna 1
X X

# bolin has brancas urna 2 # bolin has coloridas urna 2
) ] ] ) ] m—i m—4i )
Piiv1 = P(Ter i + 1 bolinhas brancas | Tinha 4 bolinhas brancas) = X Vi
’ m m

# bolin has coloridas urna 1

X
# bolin has brancas urna 2
Pii—1 = P(Ter i — 1 bolinhas brancas | Tinha 4 bolinhas brancas) = — X — Vi
’ m m

N ———’
# bolin has brancas urna 1
X
# bolin has coloridas urna 2

b) A Distribuicdo Estacionaria deve ser hipergeométrica, pois estamos interessados no
namero de bolas brancas na Urna 1 (comm bolinhas) ap6s n trocas aleatérias entre as duas
Urnas, cada uma com s bolinhas, totalizando 2/ bolinhas entre as duas urnas (m brancas e m

coloridas). Assim,
D G I G [

P(X, =14) = Py = py
ST @)

8




c) Para garantirmos que a Cadeia de Markov é reversivel, € preciso que

Qi =Pij @ Wipij =P Vi

Sejam,
Tip1  Pigsr  (m—4)?/m? T, Pia (= 1D/ m?
T, Piry @G+ D/ m? i1 Piiv1  (m+4)2/m?
Assim,
Tit1 (m—4)?/m?> (i+1)° (m—4)°
Qiiv1 = n—iﬁum = (i + 1)2/m? 2 = ey = Pii+1
e
oW @+ m? (m—4)? i+ 1)°
Q¢'+1,/L - apiﬂ-ﬁ-l - (m — /l:)z/mz m2 - m2 = Pit+1i
Logo,
(m — 4)? (i +1)2 (m — 4)?
TiPii+1 = Tiv1Pi+14 & s LA Sy S| M1 = W_—l)zﬂi

Assim, param = 2 temos

77,'11:4'><7T0 77,'0:1/6
7T2:—X7T1:7T0® 7T1=4‘/6
4 m, =1/6

Ty + T + Ty, = 1
Verificando a suposicao de a Distribuicdo Estacionaria ter distribuicdo Hipergeométrica, temos:

2! 2!

2\ (2 - X .
or2-0"2r2-2y 1x1 2 1
”OZP(Xn=0)=(O()4()2): ( )4! ( ):4><3:E:€
2 21(4 = 2)! 2
OO _TE-D*TE D _2x2_4x2_4
=P = 1) =TT = ] “Ix3- 12 6
2 214 —2)! 2
)3 E X o 1x1 2 1
202 =2)! 701 (2 = 0)!
m, =P(X, =2) = 2(4)0 = ( )4! ( ):4X3:E:g
2 20(4 — 2)! 2

Assim, a suposicao de que a distribuicdo é Hipergeométrica feita em b é verdadeira, pois o
resultado obtido para m = 2 pode ser estendido para qualquer m.
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