MES501: Lista 4

1. Suponha que uma ameba pode estar em dois estados, A ou B. Quando
a ameba estd no estado A, vai passar para o estado B depois de um tempo
exponencial com taxa «. Quando a ameba estd no estado B, depois de um
tempo exponencial com taxa [ vai se dividir em duas do tipo A. Defina uma
cadeia de Markov apropriada para uma populagdo destas amebas. Quais

sao os parametros?

2. Os clientes chegam a uma estacao de servicos com um tnico servidor
de acordo com um processo de Poisson com parametro A. O cliente que
chega e vé que ja ha outros n clientes na estagao desiste e vai embora com
probabilidade 1 — ay,, e entra na fila com probabilidade «,. O tempo de
servico é exponencial com parametro p. Descreva este modelo como um

processo de nascimento e morte e dé as respetivas taxas.

3. Consideramos dois aparelhos, o tempo de vida de cada um deles é ex-
ponencial com pardmetro A. Os aparelhos sao independentes um do outro.
Quando um aparelho quebra, o mecanico faz o reparo, que demora um tempo
exponencial com paradmetro p (tem apenas um mecanico para cuidar destes
dois aparelhos). Descreva este processo como um processo de nascimento e
morte. Escreva para ele as equacoes de Kolmogorov para tras e para frente

(nao é necessério resolver as equagoes).

4. Numa populagao cada individuo gera um filho com taxa A e morre com
taxa p independentemente dos outros. Além disso, os individuos de fora
estao imigrando para esta populagao com taxa €, mas a imigragao somente
é permitida enquanto o tamanho da populacao nao ultrapassa N. Descreva
este modelo como um processo de nascimento e morte e dé as respetivas

taxas.

5. Considere um processo de nascimento e morte com taxas A; = (i + 1)\,
1 >0, e pu; =iu, ¢ > 1. Calcule o tempo esperado para o processo ir de

estado 2 ao estado 5.



6. Consideramos dois aparelhos. O aparelho ¢ funciona um tempo exponen-
cial com parametro );, depois quebra e o tempo para repara-lo é exponencial
com parametro u;, ¢ = 1,2. Os aparelhos sao independentes um do outro.
Defina uma cadeia de Markov com tempo continuo com 4 estados que de-
screve o funcionamento deste sistema. Calcule as probabilidades de transigao
P;;(t) desta cadeia de Markov utilizando a independéncia dos aparelhos e
verifique se estas probabilidades satisfazem as equagoes de Kolmogorov para

frente e para tras.

7. Um cabeleireiro trabalha sozinho num salao pequeno, onde sé cabem dois
clientes (um que esta sendo servido e outro esperando). Os clientes chegam
de acordo com um processo de Poisson com taxa 3. Os tempos de servico
sao independentes e tem distribuicao exponencial com parametro 4. Calcule
(a) o nimero médio dos clientes no salao; (b) a proporgao dos clientes que

conseguem entrar no salao.

8. Numa fibrica tem 3 méaquinas e dois mecanicos para cuidar delas. Cada
maquina funciona um tempo exponencial com parametro 5 e depois quebra
independentemente das outras. Cada mecanico leva um tempo exponencial
com pardmetro 6 para consertar uma maquina.

(a) Calcule o nimero médio das maquinas quebradas.

(b) Calcule o niimero médio das méquinas quebradas se em vez de 2 mecanicos

tem apenas 1, mas que trabalha duas vezes mais rapido.

9. O seguinte problema surge na biologia. A superficie de uma bactéria
tem alguns lugares onde uma (s6 uma) molécula (aceitdvel ou nao) pode
se fixar. As moléculas se aproximam de um destes lugares de acordo com
um processo de Poisson com taxa A. Entre estes moléculas a proporgao de
aceitaveis é a. As moléculas inaceitaveis permanecem junto a bactéria um
tempo exponencial com parametro p e as aceitdveis um tempo exponencial
com parametro pe. Qual é a proporcao de tempo que o lugar esta ocupado

por uma molécula aceitavel (inaceitavel)?



