ME-501 Processos estocasticos

Lista 1

1. Prove que, se {X,,} é uma cadeia de Markov, entao
PX,=j|Xpe=0X,,,=1=PX,=7]| Xpn =1

para quais quer [, 1, j e quaisquer n, k, m tais que 0 < k <m < n.

2. Considere o seguinte modelo: 5 bolinhas sdo colocadas em 2 urnas (por
exemplo, cada bolinha é colocada na urna 1 com probabilidade 1/2, ou na
urna 2, com probabilidade 1/2). Depois, em cada momento de tempo, es-
colhemos com probabilidade 1/2 uma das urnas, tiramos uma bolinha de 14
e a colocamos na outra urna (se nao houver bolinhas na urna escolhida, nada
acontece). Seja X,, a quantidade das bolinhas na urna 1. O processo {X,,} é
uma cadeia de Markov? Explique. Calcule a matriz de transicao.

3. Quais sao as classes de seguintes cadeias de Markov:

a)

0.5 05 0
Pr=| 06 0 04 |;
0.7 03 0
b)
05 05 0 0
06 04 0 0
P2 = 0 03 0 07 |’

0 05 02 0.3

Para cada classe, determine se ela é recorrente ou transiente. Justifique a
resposta.

4. A matriz de transicao de uma cadeia de Markov é dada por:
0.1 05 04

P=1 06 02 02
0.3 04 0.3

A distribuigao inicial é dada pelo vetor (0.7; 0.2; 0.1). Calcule:
(a) a distribuicdo no momento ¢ = 2;



(b) a probabilidade de que nos momentos t = 0, 1,2, 3 esta cadeia estard nos
estados 0,2, 2, 1 respetivamente;
(c) a distribuigao estaciondria.

5. Consideramos uma cadeia de Markov com a matriz de transicao
1—
-(1,17)
l—p p

(2p—1)"
(2p—1)" ) '

0 < p < 1. Prove que

&

6. Sejam &, t = 1,2... as varidveis aleatérias independentes com P[¢, =
1l =p, Pl = -1 =1—p. Sejamng =0, 5y = 1 + &, t = 1,2....
A sequéncia 7; 4 uma cadeia de Markov? Justifique a resposta. Calcule
P, =m],m=0,1,2...

7. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov. Mostre que
se para algum r todos os elementos da matriz P" sao positivos, entao para
qualquer n > r todos os elementos da P" também sao positivos.
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(2p—1)"
(2p—1)"

N =N | —
DN [ =0 | =
DN [ =0 | =
N [ DO | =

8. Mostre que se a cadeia de Markov tem M estados e estado j é acessivel do
estado 7, entao o processo pode ir de i para j em M passos ou menos (existe
n < M tal que p; > 0).

9. Seja fi =P(X,, =4, Xs, #j,k=1,...,n— 1| Xo =1i). Mostre que

n

n o k_n—k
Py = Lt
k=0



