Lista 1 - ME 501 Processos Estocasticos

1) Prove que {X,} uma cadeia de markov, tal que:
PX,=jlXy=0LX, =0)=PX,=jlX, =0),0<k<m<n

Pela propriedade da CM, sabemos que
PX, =jX, =01X,=1)
(X = 1% m=0 P =1X, =10)
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Logo, provamos que {X,,} € uma cadeia de Markov.

2) {X,}éuma Cadeia de Markov, pois o processo depende unicamente do Gltimo estado, antes
da proxima escolha das urnas, ou seja, se estamos no estado k no tempo n, entdo a probabi —

lidade de se mover para o estado x no tempo n + 1 ndo depende de n,e somente depende do
estado k onde estamos.

Para calcularmos a matriz de transi¢ao temos:

X, = #bolasna urna 1

X, €{0,...,5}

Sabemos que:  p;j = P(Xy1q = jlX, = 1)

Entao,

Poo = P(X,41 = 01X,, = 0) = P(escolher urna 11X, = 0) = 1/2

Po1 = P(Xp4+1 = 11X, = 0) = P(escolher urna 2|X,, = 0) = 1/2

Poz = Po3 = Pos = Pos = P(Xn41 = k|X, =0) =0,0onde k =2,3,4,5
Pio = PXpi1 = 01X, =1) = 1/2

P11 = Py =1X,=1) =0

P12 =PXpyy =2|X, = 1) = 1/2



3)

P13 = P1a = P15 = P(Xpy1 =kl|X, =1) =0,0nde k = 3,4,5

P20 = PXn41 =0lX, =2)=0

P21 = PXpy1 = 11X, =2) = 1/2

P22 = PXny1 =2IX, =2)=0

P23 = P(Xpy1 = 31X, = 2) = 1/2

Dos = Dys = P(X,,41 = k|X,, = 2) =0,0onde k =4,5

P30 = P31 = P33 = P35 = P(Xpy1 = kX, =3) = 0,0nde k =0,1,3,5
P32 = P(Xpy1 = 2|1X, =3) = 1/2

P3a = P(Xp4q1 = 41X, =3) = 1/2

Pao = Pa1 = Pap = Pasa = P(Xpy1 = klX;, =4) =0,0nde k =0,1,2,4
Paz = P(Xpyq = 31X, =4) = 1/2

Pss = P(Xpy1 = 5|Xp, =4) = 1/2

Pso = Ps1 = Psz = Ps3 = P(Xny1 = k|X, =5) =0,0onde k =0,1,2,3
Pss = P(Xpy1 = 4lX, =5) = 1/2

Pss = P(Xn+1 = 5|Xn =5)= 1/2

Assim,nossa matriz de transicdo sera:
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Classes:
{0, 1} — recorrente
{2, 3} —transiente
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Distribuigdo inicial: (0.7; 0.2; 0.1)

a) t=2
PlepP(X, = i) = 0.7py;2 + 0.2p;2 + 0.1p,;2
0.1 0.5 O. 01 05 0 0.43 031 0.26

P2=P.P =06 02 O. 06 0 04=(024 042 0.34
03 04 O 0.7 03 0 0.36 0.35 0.29

P(X, = 0) = 0.7x0.43 + 0.2x0.24 + 0.1x0.36 = 0.385
P(X, = 1) = 0.7x0.31 + 0.2x0.42 + 0.1x0.35 = 0.336
P(X, = 2) = 0.7x0.26 + 0.2x0.34 + 0.1x0.29 = 0.279
b) t=0,1,2,3
P(Xy=0,X,=2X,=2X;=1)
P(Xy = 0)P( X, =2|Xy =0)P(X,=2|X, = 2,Xo = O)P(Xs = 1|1X, =2, X, = 2,X, = 0) =

2) =

P(Xy, = 0)P( Xy = 2|Xy = 0)P( X, = 2|X; = 2)P(X; = 1|X,
= 0.7x0.4x0.3x0.4 = 0.0336

c) Distribuicao estacionaria

(1o = 1y0.1 + 7, 0.6 +1,0.3
my =my0.5+m,0.2+ m,0.4
Ty =1mg0.4+m,0.2 +m,0.3
(Mot +m,=1

(1o =my0.1 + m,0.6 +1m,0.3

< T[l - T[Z = 71'00.1 +7T20.1

\T[O +T[1+T[2=1

7T0—7T1+T[2 = 7T10.6+T[20.2
mg+m+m,=1

T[o == T[l 16 - 7T208
T[O = 1_7T1 - 7T2



T[l 16 - 7T208 = 1_7T1 - T[Z

n, = 1- T[126/02 =5— 1377.'1

ng=1—my — 5+ 13my
11,'0=—4-+121Tl

Ty = 1m00.1 + 7,0.6 + 7,0.3
127, — 4 = 0.1(12m, — 4) + 7,0.6 + 0.3(5 — 127,)

7,(12-1.2-0.6+39) =4—04+ 1.5

m,141=5.1
m, = 0.3617
7o = 0.3404
7, = 0.2979

5) Para provarmos esse exercicio, provaremos pelo método da indugdo, onde temos:

(P 1—10)
?1_<1—p p
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1 1
_ 2 _ Z _92p2 —

_ 2 2 _ 1 1
2p—2p”  2p"—2p+1 S - 1/2 S +2pP—2p+1/2

_(2p*-2p+1 —2p*+2p

(2p2—2p+1 Zp—ZpZ) ( )
—2p>+2p 2p*-2p+1

2p — 2p? 2p* —2p+1
Logo, temos que para n=1, 2 a matriz de transi¢do é valida.

Supomos entdo, que é valido n-1:
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S+-Q@p-D"Y o—--@p -1
pn-1 2 2 2 2
L 2p — "1 ! + ! 2p — 1)1
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Entdo,
1 1 1 1 1 1 1 1
SHs@p-DT s @p DM\ [CHo@p -1 S-o@p - D!
pn — pn-1pl _ 2 2 2 2 2 2 2 2
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Assim, concluimos que é valido para n.
6) Temos um passeio aleatdrio simples
1-p P
[:5"’\\ P
| | | e
T a m
i-1 i i+1 tempo t
E podemos considerar que é uma cadeia de markov, pois dependemos apenas do ultimo resultado
encontrado e: p, 1-p >0, p+1-p=1
Nossa cadeia de markov pode ir para frente (— ) ou para tras (e—)
Assim temos:
Passos —» —passos «— =m sdo independentes
Passos —> +passos «— =t
E o #passos —> = HTm, # passos — =t_Tm
E, obtemos a seguinte probabilidade:
( t+m
2 (t+m) t-m
{P(Xt =m)=|(,",,|p 2 (1—p) 2 ,setemsdddois pares oudois @
2
kO,seumé (2 @I
7) Temosp;;" > 0,Vi,j

->vnzr, p;">0,Vij
Assim, consideramos P™ = P TP
entao,

pijn = Z piln_rpljr >0 pOiszpiln_r =1- Hl tal que piln_r >0
L 1

logo,Vn > r,todos os elementos da P" também serdo positivos .



8) Temosp;;™ >0,
Consideramos que,

pijm = Z pillplllz '"plm—1j> 0'3111"'111’)’1—1 t.q.seja >0
L5
logo, a partir dos caminhos de probabilidade positiva,

se temos p;, P 1, Piy1,  Piyie - > 0, 0nde 1y =1,
teremos passos repetidos ao longo do caminho,no qual devemos descartar os passos retidos,
e teremos no maximo teremos m passos ou menos.

9) Temos que f;;" = P(X, = j, X, # j,k =1,...,n—1|X, = i)
Sabemos também que p;;" = P(X, = j|X, = i)

n
= > PQy = jIXo = 1,4 P(AlXo = D)
k=0

n
= ZP(X" =jlXo=1Xo #J, e, X1 # J, Xk = J) P(A| Xy = 1)
k=0

n
= > P(y = jIXe = DP(AlXo = D) = ) pl ¥
k=0

ObS.: Ak = {Xk =],Xh ij,h = 0, ,k_ 1},
elementos disjuntos, onde consideramos ser a primeira vez em que X = j
no instante de tempo k

fif = P(4)
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